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测试点是否等分 是 否 否



2021 CCF 大学生计算机系统与程序设计竞赛（全国赛） 最近数合并（merge）

最近数合并（merge）

【题目背景】

在西西艾弗岛上，生活着快乐的小 C、小 S 和小 P。最近，三位小朋友在学校里学
到了“两个数之间的距离”这一重要的概念。为了巩固知识，小 P 玩起了“合并最近
数”的游戏。

【题目描述】

A = {a1, a2, · · · , an} 是一个包含 n 个自然数（非负整数）的集合（根据集合的定

义，这 n 个数两两不同），且其中的最大值小于一个给定的正整数 k。

小 P 需要对集合 A 中的数进行若干轮合并操作，到 A 中仅剩一个数为止。每轮合

并操作的流程如下：

1. 选取数对 (x, y)：

• 从 A 中选取数值大小最接近的两个数 x 和 y，即 |x− y| 在所有数对中最小；
• 如果有多个数对满足条件，则进一步选择其中 (x+ y) 最小的；

• 考虑到 A 中的数两两不同，按上述要求（即以 |x− y| 为第一关键字、(x+ y) 为

第二关键字）可以选出唯一的数对 (x, y)。

2. 将 x 和 y 合并为 z：

• z = (x+ y) mod k，即将 x 和 y 求和后再对 k 取模。

• 具体来说，首先将 x 和 y 从集合 A 中删去；如果集合 A 不包含 z，则再将 z 添

加回集合 A。这保证了 A 中的自然数始终两两不同且小于 k。

易知，小 P 的每轮合并操作会使集合 A 的规模（即包含自然数的个数）减少 1 或

2。你需要帮小 P 搞明白，在全部合并操作结束后，进行的合并操作的总轮数和 A 中剩

下的那个数。

【输入格式】

从标准输入读入数据。

输入的第一行包含用空格分隔的两个正整数 n 和 k。

输入的第二行包含 n 个用空格分隔的自然数 a1, a2, · · · , an。

【输出格式】

输出到标准输出。

输出共两行。

第一行输出一个整数 T，表示总共进行了 T 轮合并操作。

第二行输出 T 轮合并操作后 A 中剩下的那个数。
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【样例 1 输入】� �
1 9 10
2 0 1 2 4 5 6 7 8 9� �

【样例 1 输出】� �
1 7
2 5� �

【样例 1 解释】

第一轮：(0, 1) → 1，合并后 A = {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9}；
第二轮：(1, 2) → 3，合并后 A = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}；
第三轮：(3, 4) → 7，合并后 A = {5, 6, 7, 8, 9}；
第四轮：(5, 6) → 1，合并后 A = {1, 7, 8, 9}；
第五轮：(7, 8) → 5，合并后 A = {1, 5, 9}；
第六轮：(1, 5) → 6，合并后 A = {6, 9}；
第七轮：(6, 9) → 5，合并后 A = {5}。

【样例 2 输入】� �
1 6 11
2 7 3 6 5 10 0� �

【样例 2 输出】� �
1 4
2 9� �

【子任务】

40% 的测试数据满足 n ≤ 200、k ≤ 1000；

70% 的测试数据满足 n ≤ 2000、k ≤ 105；

全部的测试数据满足 n ≤ 105、k ≤ 108，输入的 ai（1 ≤ i ≤ n）两两不同且

0 ≤ ai < k。
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量子计算（quantum）

【题目背景】

小 P 最近在网上看到了中国的“九章”量子计算机实现了量子优越性（quantum
supremacy）的新闻，就向老师请教什么是量子计算和量子计算机。听了老师深入浅出
的讲解，小 P明白了量子计算的原理其实并不复杂，本质上可以等价为他很早就学过的
矩阵乘法，只是运算量很大，而量子计算机可以非常快地完成这些运算。好学的小 P 想
研究一些量子电路的性质，因此请你帮他实现一个简单的量子电路模拟器。

【题目描述】

比特是经典计算机中的一个基本概念，量子计算机中也存在“量子比特”（quantum
bit，简写为 qubit）。经典计算机中一个比特的取值可以是 0或 1；量子计算机与之类似，

一个量子比特可能处于的两个量子态是 |0⟩ 和 |1⟩，其中 |⟩ 是物理学家惯用的 Dirac 符
号。经典计算机中的比特取值只可能是 0 和 1 中的一个，而量子比特的状态 |Ψ⟩ 除了处
于 |0⟩ 和 |1⟩ 以外，还会处于 |0⟩ 和 |1⟩ 的线性叠加态，记为：

|Ψ⟩ = α0|0⟩+ α1|1⟩ =

(
α0

α1

)
, α0, α1 ∈ C.

该量子比特测量值为 0 和 1 的概率分别为 |α0|2 和 |α1|2，且满足归一化条件:

|α0|2 + |α1|2 = 1.

量子状态的操作是通过量子门（quantum gate）来完成的。作用在一个量子比特上
的量子门简称“单比特门”，可以被表示为一个 2× 2 的酉矩阵1。一些常见的单比特门

为（下文中将会直接使用这些记号）：

H =

[
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

]
X =

[
0 1

1 0

]
Z =

[
1 0

0 −1

]

在一个量子比特 |Ψ⟩ 上作用一个单比特门 U，将生成新的量子状态 (α′
0, α

′
1)：(

α′
0

α′
1

)
= U |Ψ⟩ =

[
U0,0 U0,1

U1,0 U1,1

](
α0

α1

)
=

[
U0,0α0 + U0,1α1

U1,0α0 + U1,1α1

]

例如，上面提到的X 被称为“非门”，它会翻转其作用的量子比特 |Ψ⟩ = α0|0⟩+α1|1⟩，
生成新的量子状态 |Ψ′⟩ = α1|0⟩+ α0|1⟩。

1酉矩阵是指满足 UU∗ = U∗U = I 的复矩阵，其中 U∗ 表示 U 的共轭转置。此性质对于本题没有实

际影响。
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类似地，一个包含两个量子比特的量子状态 |Ψ⟩有四种可能的状态 |00⟩、|01⟩、|10⟩、
|11⟩，其中 |pq⟩表示第 0个量子比特处于状态 |q⟩且第 1个量子比特处于状态 |p⟩ (p, q ∈
{0, 1})。该双量子比特的状态也可以处于上述四种状态的线性叠加态：

|Ψ⟩ = α00|00⟩+ α01|01⟩+ α10|10⟩+ α11|11⟩ =


α00

α01

α10

α11


与单比特系统相似，|αij|2 是该量子状态的四种测量结果的概率分布，且满足:

|α00|2 + |α01|2 + |α10|2 + |α11|2 = 1

类似地，一个作用在两个量子比特上的双比特门可以由一个 4 × 4 的酉矩阵表示。

一种重要的双比特门称为“受控量子门”（controlled gate），它的表示形如：

CU =


1

1

U0,0 U0,1

U1,0 U1,1


其中 U =

[
U0,0 U0,1

U1,0 U1,1

]
是一个 2× 2 的酉矩阵。

受控量子门中的两个量子比特分别被称为“控制比特”和“目标比特”。作用一个

受控量子门 CU 等价于仅在下标的控制比特所在位为 1 时，在目标比特所在位分别为

0、1 的一个数据对上作用对应的单比特门 U。例如，在一个双量子比特系统上作用一

个控制比特为第 1 个比特、目标比特为第 0 个比特的受控非门 CX，相当于将单比特门

X 作用在数据对 (α10, α11) 上，从而交换二者的值，并保持 α00 和 α01 的取值不变：
α′
00

α′
01

α′
10

α′
11

 = CX ·


α00

α01

α10

α11

 =


1

1

1

1

 ·


α00

α01

α10

α11

 =


α00

α01

α11

α10


也可简写为： (

α′
10

α′
11

)
= X ·

(
α10

α11

)
=

[
1

1

]
·

(
α10

α11

)
=

(
α11

α10

)
在一个双量子比特的系统上也可以作用单比特门。它等价于将矩阵 U 分别乘到两

个数据对中，每个数据对的两个下标仅有一位不同（即该比特门的作用位）。作用在第

0 个量子比特上的门相当于将矩阵分别与 (α00, α01) 和 (α10, α11) 相乘，作用在第 1 个量

子比特上的门相当于将矩阵分别与 (α00, α10) 和 (α01, α11) 相乘。例如，将非门作用在第

1 个量子比特上，会分别导致 α00 与 α10 的取值交换和 α01 与 α11 的取值交换。
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本题需要处理的是由 n 个量子比特构成的系统，其状态可由 2n 个基本状态（或称

为“本征态”）|0 . . . 00⟩, |0 . . . 01⟩, . . . , |1 . . . 11⟩ 的线性组合表示，记为：

|Ψ⟩ = α0...00|0 . . . 00⟩+ α0...01|0 . . . 01⟩+ · · ·+ α1...11|1..11⟩

为简单起见，下文中将量子系统的状态统一记为向量 |Ψ⟩ = (α0...00, α0...01, . . . , α1...11)，也

可理解为一个包含 2n 个复数的有序数组。该数组的下标也可等价地使用十进制表示，

即可将状态等价地记为 |Ψ⟩ = (α0, α1, . . . , α2n−1)。需要注意，αi 下标 i的二进制展开中，

最低位位于最右端，如 α0...011 的下标的第 0 位和第 1 位为 1，其余位为 0，对应十进制

表示的 α3；而在 {αi} 数组的展开 (α0...00, α0...01, . . . , α1...11) 中，下标最小的数据位于最

左端。

本题需要处理的量子门包括上文提及的单比特门和双比特受控量子门。每个门可由

其作用的（一个或两个）量子比特和一个大小为 2× 2 的酉矩阵 U 表示。

将一个单比特门 U 作用在一个有 n 个量子比特的系统的第 t 个量子比特上，等价

于进行 2n−1 个矩阵乘法。每个矩阵乘法更新下标仅第 t 位不同的一对位置上的数据：(
α′
bn−1,...,bt+1,0,bt−1,...,b0

α′
bn−1,...,bt+1,1,bt−1,...,b0

)
=

[
U0,0 U0,1

U1,0 U1,1

](
αbn−1,...,bt+1,0,bt−1,...,b0

αbn−1,...,bt+1,1,bt−1,...,b0

)

类似地，将一个控制比特为第 c 个比特，目标比特为第 t 个比特（c ̸= t）的受控量

子门 CU 作用到一个有 n 个量子比特的系统，等价于进行 2n−2 个矩阵乘法。每个矩阵

乘法更新两个特定位置上的数据，这两个特定位置的下标满足控制比特所在的位都是 1，

且仅有目标比特所在的位不同：(
α′
bn−1,...,bc+1,1,bc−1,...,bt+1,0,bt−1,...,b0

α′
bn−1,...,bc+1,1,bc−1,...,bt+1,1,bt−1,...,b0

)
=

[
U0,0 U0,1

U1,0 U1,1

](
αbn−1,...,bc+1,1,bc−1,...,bt+1,0,bt−1,...,b0

αbn−1,...,bc+1,1,bc−1,...,bt+1,1,bt−1,...,b0

)

例如，|ψ0⟩ = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 是一个三量子比特的初始状态，在此状态上依次进

行下述演化：

1. 在第 0 个量子比特上作用单比特门 H，即将 H 的表示矩阵分别与状态向量中，

下标只有第 0 位不同的数据对 (α000, α001)、(α010, α011)、(α100, α101)、(α110, α111)

相乘，得到状态：

|ψ1⟩ =
(

1√
2
,
1√
2
, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
2. 在第 1 个量子比特上作用单比特门 H，得到状态：

|ψ2⟩ =
(
1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
, 0, 0, 0, 0

)
3. 在第 1 个量子比特上作用单比特门 Z，得到状态：

|ψ3⟩ =
(
1

2
,
1

2
,−1

2
,−1

2
, 0, 0, 0, 0

)

第 6 页 共 21 页



2021 CCF 大学生计算机系统与程序设计竞赛（全国赛） 量子计算（quantum）

4. 在第 2 个量子比特上作用单比特门 H，得到状态：

|ψ4⟩ =
(

1

2
√
2
,

1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,

1

2
√
2
,

1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,− 1

2
√
2

)
5. 作用一个控制比特为第 0 个量子比特、目标比特为第 1 个量子比特、矩阵为 Z

的受控量子门，即分别将矩阵与下标的第 0 位为 1 且仅第 1 位不同的数据对

(α001, α011) 和 (α101, α111) 相乘，得到状态：

|ψ5⟩ =
(

1

2
√
2
,

1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,

1

2
√
2
,

1

2
√
2
,

1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,

1

2
√
2

)
6. 在第 0 个量子比特上作用单比特门 Z，得到状态：

|ψ6⟩ =
(

1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,

1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,− 1

2
√
2

)
7. 作用一个控制比特为第 1 个量子比特、目标比特为第 2 个量子比特、矩阵为 Z

的受控量子门，即分别将矩阵与数据对 (α010, α110) 和 (α011, α111) 相乘，得到最

终状态：

|ψ7⟩ =
(

1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,

1

2
√
2
,− 1

2
√
2
,

1

2
√
2
,

1

2
√
2

)
任务一（子任务 1，30 分）：根据上述定义，从初态

αi =

1 i = 0

0 i ̸= 0
0 ≤ i ≤ 2n − 1

开始实现 n 个量子比特的量子状态上单比特门和双比特受控量子门的模拟。

你或许已经发现，对于作用在类似 (1, 0, 0, 0 . . . ) 的初始状态上的一系列量子门，若

其作用的量子比特编号都小于 x，则仅需要更新状态的前 2x 个位置上的数据，并保持

剩余位置上的数据取值为零不变。

更进一步，在保持每个量子比特上的量子门都按原来顺序执行的前提下，可以对量

子门的执行顺序进行调换，以达到更少的运算次数。图 1 (1) 绘制了上述示例中的量子
电路，其每一行代表一个量子比特，横线上的方框代表要在这个比特上执行的量子门，

黑色圆圈对应于受控量子门的控制比特。分别考虑每个量子比特的运算顺序，发现该图

的依赖有且仅有 (1 → 5 → 6)、(2 → 3 → 5 → 7)、(4 → 7)，其中 (a→ b) 表示量子门 a

必须在量子门 b 之前执行。因此，可以将示例中量子门的执行顺序调换为如图 1 (2) 所
示的 (1, 2, 3, 5, 4, 6, 7) ，以将需要更新的值的数量从 2 + 4 + 4 + 8 + 8 + 8 + 8 = 42 降低

至 2 + 4 + 4 + 4 + 8 + 8 + 8 = 38。

除此之外，还可以对量子比特进行重新编号，以使量子门作用的最大量子比特编号

的增长尽可能慢。如图 1 (3) 所示，将量子比特 {0, 1, 2} 重编号为 {1, 0, 2} 后，需要更
新的值的数量可进一步减少至 2 + 2 + 4 + 4 + 4 + 8 + 8 = 32。
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图 1: 量子电路的等价变换

一种基于贪心算法的重编号策略为：进行 n 轮循环，第 i 轮循环挑选出一个量子比

特 qi，使得在满足电路的依赖条件的前提下，可直接作用在量子比特集合 {q1, q2, . . . , qi}
上的门（下文简称为“可执行门”）的数量最大。例如，对图 1 (1) 所示电路进行分析的
过程为：

• 第 1轮循环：在分析开始时，作用在第 0个量子比特上的可执行门只有量子门 1。

量子门 {2, 3, 4, 5, 7} 违背了“仅作用在量子比特 0 上”的限制，而尽管量子门 6

仅作用在第 0 个量子比特上，但根据电路的依赖条件，它必须在不可执行的量子

门 5 之后执行，因此也不可执行。同理，第 1 个量子比特对应的可执行门集合为

{2, 3}，第 2 个量子比特对应的可执行门集合为 {4}。因此，本轮选取 q1 = 1。

• 第 2 轮循环：在 q1 = 1 的前提下，若再选取 q2 = 0，则可执行门为 {1, 2, 3, 5, 6}；
若再选取 q2 = 2，则可执行门为 {2, 3, 4}，因此选取 q2 = 0。

• 第三轮循环：选取 q3 = 2，此时可执行所有门。

此贪心算法无法保证求出的解是最优的，但在大部分情况下可以获得比较好的解。

任务二（27 分）：实现上述的优化（减少更新数值的数量）。该任务分为三个子任
务，子任务 2（5 分）在仅实现部分位置更新后即可通过，子任务 3（10 分）还需要实
现量子门的顺序调换，子任务 4（12 分）需要在子任务 3 的基础上进一步实现量子比
特的重新编号。

虽然上述优化可以在一定程度上减小运算量，但是最坏时间复杂度依旧是 O(2n×g)，
其中 n 为量子比特数量，g 为量子门的数量。对于某些特殊电路，可以专门设计模拟算

法以加快运算。

图 2: 基于量子电路切分的优化

例如，图 2 (1) 中的量子电路可以被直接切分由为虚线分隔的两部分，因此可以
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从初态 (1, 0, 0, 0) 开始分别对上下两电路进行模拟。假设量子门 {1, 2, 3, 4} 的表示矩阵
为 H，量子门 {5, 6, 8} 的表示矩阵为 Z，量子门 7 的表示矩阵为 X，则上半部分的两

个量子比特的模拟结果为 |ψ⟩ = (1
2
, 1
2
,−1

2
, 1
2
)，下半部分的两个量子比特的模拟结果为

|ϕ⟩ = (1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
)。得到两个子量子状态后，可进一步求出这四个量子比特组成的完整量

子状态：对于位置 b3b2b1b0, b0...3 ∈ {0, 1}，有 |α⟩[b3b2b1b0] = |ψ⟩[b1b0] × |ϕ⟩[b3b2]。例如
状态的第 14 = 1110 个位置（即低位为 10 = 2，高位为 11 = 3）的取值为 |α⟩[14] =
|ψ⟩[2]× |ϕ⟩[3] = −1

4
。

从量子计算视角看，可将量子比特直接切分的电路并不能充分发挥其计算能力。一

种更复杂的电路如图 2 (2) 所示，其中的量子电路仍旧被切分为虚线分隔的两部分，但
两部分之间有较少的受控量子门相连。为处理这类电路，我们可以用和模拟图 2 (1) 中
的电路相似的方法分别单独模拟上下两个电路，并特殊处理跨过两部分的量子门。

对图 2 (2) 中的电路，假设量子门 {1, 2, 3, 4} 的表示矩阵为 H，量子门 {5, 6, 7, 9}
的表示矩阵为 Z，量子门 8 的表示矩阵为 X。则可以按如下步骤模拟该电路：

1. 从初态 |ψ0⟩ = {1, 0, 0, 0}开始，在第 0、1个量子比特组成的子状态中模拟量子门

1、2、5，得到状态 |ψ1⟩ = {1
2
, 1
2
, 1
2
,−1

2
}；从初态 |ϕ0⟩ = {1, 0, 0, 0} 开始，在第 2、

3个量子比特组成的子状态中模拟量子门 3、4、6，得到状态 |ϕ1⟩ = {1
2
, 1
2
, 1
2
,−1

2
}。

2. 对于量子门 7这类跨上下两部分量子比特的受控量子门，需要根据上一步得到的

量子状态 {|ψ1, ϕ1⟩} 中控制比特的情况，分别计算控制比特处于状态 |0⟩ 的量子
状态通过此受控量子门后的量子状态 {|ψ0

2⟩, |ϕ0
2⟩} 和控制比特处于状态 |1⟩ 的量

子状态通过此受控量子门后的量子状态 {|ψ1
2⟩, |ϕ1

2⟩}：
• 处理控制比特所在的子状态 |ψ1⟩。将其分裂为下标第 c（控制比特）位取

0 的状态和取 1 的状态，并将剩余位补零即可：

|ψ0
2⟩[i] =

|ψ1⟩[i] i 的第 c 位为 0

0 i 的第 c 位为 1
且 |ψ1

2⟩[i] =

0 i 的第 c 位为 0

|ψ1⟩[i] i 的第 c 位为 1

其中 i ∈ {0, 1, . . . , 2n
2 }。具体到本例子，即 |ψ0

2⟩ = {1
2
, 1
2
, 0, 0} 和 |ψ1

2⟩ =

{0, 0, 1
2
,−1

2
} 分别表示第 1 个量子比特取 0 和取 1 时第 0、1 个量子比特

组成的子状态。

• 处理目标比特所在的子状态 |ϕ1⟩。根据受控量子门的定义可知，受控量子
门相当于在下标的第 c位取 1时执行该量子门，在下标的第 c位取 0时跳

过该量子门。因此，处理方式为将状态 |ϕ0
2⟩置为状态 |ϕ1⟩，将状态 |ϕ1

2⟩置为
在状态 |ϕ1⟩的第 t（目标比特）个量子比特上作用与该量子门对应的酉矩

阵 U 相同的单比特门后得到的状态。具体到本例子中，下半部分的第 2、3

个量子比特更新后的状态分别为跳过该量子门的状态 |ϕ0
2⟩ = {1

2
, 1
2
, 1
2
,−1

2
}

和作用该量子门的状态 |ϕ1
2⟩ = {1

2
,−1

2
, 1
2
, 1
2
}。

3. 对状态 |ψ0
2⟩、|ψ1

2⟩分别作用量子门 8，得到 |ψ0
3⟩ = {1

2
, 0, 0, 1

2
}和 |ψ1

3⟩ = {0,−1
2
, 1
2
0}。

对状态 |ϕ0
2⟩、|ϕ1

2⟩分别作用量子门 9，得到 |ϕ0
3⟩ = {1

2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
}和 |ϕ1

3⟩ = {1
2
,−1

2
, 1
2
,−1

2
}。

第 9 页 共 21 页



2021 CCF 大学生计算机系统与程序设计竞赛（全国赛） 量子计算（quantum）

4. 若电路中存在 2个跨上下两部分量子比特的受控量子门，可按第 2步所述方法对
{|ψ0

2⟩, |ϕ0
2⟩} 和 {|ψ1

2⟩, |ϕ1
2⟩} 分别进行分离操作，得到 {|ψ00⟩, |ϕ00⟩}、{|ψ01⟩, |ϕ01⟩}、

{|ψ10⟩, |ϕ10⟩}和 {|ψ11⟩, |ϕ11⟩}。如果有更多跨两部分的量子门，也可以进行类似的
处理：设共有 gc个跨上下两部分的量子门，则应计算出 2gc 个状态对 {|ψi⟩, |ϕi⟩}, i ∈
{0, 1, . . . , 2gc − 1}。

5. 状态的合并：设 low、high 分别表示状态的第 p 个位置对应的低 n
2
位和高 n

2
位，

则该位置的实际取值 αp =
2gc−1∑
i=0

|ψi⟩[low]× |ϕi⟩[high]。例如，第 11 = 1011个数据

（即低位为 11 = 3，高位为 10 = 2）的取值为 |ψ0⟩[3]×|ϕ0⟩[2]+|ψ1⟩[3]×|ϕ1⟩[2] = 1
4
。

任务三（子任务 5，20 分）：实现上述基于电路切分的优化，以模拟可分为连接较
少的两部分的量子电路。切分后的两个子电路分别包含量子比特 {q, 0 ≤ q ≤ n

2
− 1} 和

量子比特 {q, n
2
≤ q ≤ n− 1}（n 为偶数）。

在进行“基于切分的优化”时，上下两部分状态的模拟均可使用任务二中描述的优

化，以进一步提升性能。

任务四（23 分）：实现上述混合优化。与任务二类似，该任务也分为三个子任务。
子任务 6（3 分）仅需要在上下两部分电路中实现部分位置更新，子任务 7（8 分）需
要分别对上下两部分电路进行量子门的顺序调换，子任务 8（12 分）需要分别在上下
两部分电路内部进行量子比特的重新编号（仍保证上下两部分电路分别包含量子比特

{q, 0 ≤ q ≤ n
2
− 1} 和量子比特 {q, n

2
≤ q ≤ n− 1}）。

【输入格式】

从标准输入读入数据。

第一行四个整数 n、g、q、s，表示需要模拟有 n 个量子比特的电路，电路中共有 g

个量子门，需要查询模拟完成后 q 个位置的状态取值，此测例属于子任务 s。

之后 g 行，每行表示一个量子门。量子门输入格式分为两种：

• s t r00 i00 r01 i01 r10 i10 r11 i11：表示作用在量子比特 t 上的单比特门；

• c a t r00 i00 r01 i01 r10 i10 r11 i11：表示控制比特为 a、目标比特为 t （a ̸= t）的

双比特受控量子门。

每一行的数字之间用空格分隔。a、t 都是 0 到 n− 1 的整数，后面均为浮点数。两

种情况下，对应门的表示矩阵均为

U =

[
r00 + i00j r01 + i01j
r10 + i10j r11 + i11j

]
其中 x+ yj 表示实部为 x、虚部为 y 的复数。

输入顺序即为 g 个量子门的默认执行顺序，选手亦可按题面中介绍的规则对电路中

的量子门进行等价变换，以减少完成模拟需要更新的位置的数量。

接下来 q 行，每行一个整数 p，表示询问模拟完成后状态向量上位置 p 的值，其中

p ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}。
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【输出格式】

输出到标准输出。

输出共有 q 行，每行两个浮点数 x、y，表示从初态 |ψ0⟩ = {1, 0, 0, . . . , 0} 开始，作
用输入中给定的全部量子门后，位置向量上位置 p 的状态的取值 αp 的实部和虚部。如

果你输出的每个浮点数与参考结果相比，均满足绝对误差不大于 10−10 或相对误差不大

于 10−6，则该测试点满分，否则不得分。建议使用双精度浮点数并至少输出 10 位有效

数字。各种语言中输出 10 位有效数字的做法如下：

• C/C++: printf("%.10lg", ans);（需要引入 stdio.h 或 cstdio 文件）
• Java: System.out.printf("%.10g", ans);
• Python: "{:.10g}".format(ans)

【样例 1 输入】� �
1 3 7 8 1
2 s 0 0.707106 0 0.707106 0 0.707106 0 ‐0.707106 0
3 s 1 0.707106 0 0.707106 0 0.707106 0 ‐0.707106 0
4 s 1 1 0 0 0 0 0 ‐1 0
5 s 2 0.707106 0 0.707106 0 0.707106 0 ‐0.707106 0
6 c 0 1 1 0 0 0 0 0 ‐1 0
7 s 0 1 0 0 0 0 0 ‐1 0
8 c 1 2 1 0 0 0 0 0 ‐1 0
9 0

10 1
11 2
12 3
13 4
14 5
15 6
16 7� �

【样例 1 输出】� �
1 0.3535522188 0
2 ‐0.3535522188 0
3 ‐0.3535522188 0
4 ‐0.3535522188 0
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5 0.3535522188 0
6 ‐0.3535522188 0
7 0.3535522188 0
8 0.3535522188 0� �

【样例 1 解释】

此电路为题面中图 1 (1) 所示的量子电路。

【样例 2 输入】� �
1 4 9 16 5
2 s 0 0.707106 0 0.707106 0 0.707106 0 ‐0.707106 0
3 s 1 0.707106 0 0.707106 0 0.707106 0 ‐0.707106 0
4 s 2 0.707106 0 0.707106 0 0.707106 0 ‐0.707106 0
5 s 3 0.707106 0 0.707106 0 0.707106 0 ‐0.707106 0
6 c 0 1 1 0 0 0 0 0 ‐1 0
7 c 3 2 1 0 0 0 0 0 ‐1 0
8 c 1 2 1 0 0 0 0 0 ‐1 0
9 c 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0

10 c 2 3 1 0 0 0 0 0 ‐1 0
11 0
12 1
13 2
14 3
15 4
16 5
17 6
18 7
19 8
20 9
21 10
22 11
23 12
24 13
25 14
26 15
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� �
【样例 2 输出】� �

1 0.2499988952 0
2 ‐0.2499988952 0
3 0.2499988952 0
4 0.2499988952 0
5 0.2499988952 0
6 0.2499988952 0
7 ‐0.2499988952 0
8 0.2499988952 0
9 0.2499988952 0

10 ‐0.2499988952 0
11 0.2499988952 0
12 0.2499988952 0
13 0.2499988952 0
14 0.2499988952 0
15 ‐0.2499988952 0
16 0.2499988952 0� �

【样例 2 解释】

此电路为题面中图 2 (2) 所示的量子电路。

【样例 3】

见题目目录下的 3.in 与 3.ans。

【样例 3 解释】

一个属于子任务 1 的量子电路。

【样例 4】

见题目目录下的 4.in 与 4.ans。
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【样例 4 解释】

一个属于子任务 5 的量子电路。

【子任务】

所有数据保证 0 < q ≤ 103。

子任务 分值 n g 特殊性质

1 30

≤ 20

≤ 102 无

2 5
≤ 104

v ≤ 108

3 10 门重排后 v ≤ 108

4 12 门重排且比特重编号后 v ≤ 108

5 20 ≤ 32 ≤ 500 n 为偶数，gc ≤ 3

6 3
≤ 34 ≤ 104

n 为偶数，gc ≤ 3，v ≤ 108

7 8 n 为偶数，gc ≤ 3，门重排后 v ≤ 108

8 12 n 为偶数，gc ≤ 3，门重排且比特重编号后 v ≤ 108

其中 gc 表示子任务 5、6、7、8 中横跨上下两部分电路的门的数量，v 表示完成模
拟需要更新的位置的数量。
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缓存管理器（cache）

【题目背景】

小 C、小 S 和小 P 有许多有趣的故事书，放了整整一大架子。好奇的小 P 和他的
朋友们经常想听各种不同的故事，但是每次从书架上找实在是太麻烦了！他们听说计算

机中有一种叫“缓存”的思想，可以帮助他更快地找到想要的书。请你帮小 P 和朋友们
实现这样的缓存系统。

【题目描述】

在计算机系统中，高速缓存（Cache）层通常位于慢速的数据存储层和高速的数据
读取层之间。其工作方式是将访问频率高的数据暂存在高速缓存层中，数据读取层如果

访问高速缓存层中的数据可以立即返回，减少数据访问的延迟，协调两层间的数据传输

速度差异。例如在 CPU和内存（DRAM）之间会有 L1 ~ L3多级缓存，它们的速度均远
高于内存。当 CPU 多次需要同一份数据时，这些缓存能暂存这份数据，并在后续 CPU
请求时直接返回，避免 CPU 因访问较慢的内存而等待。类似这样的系统还有磁盘缓存，
数据库缓存等。一个良好的缓存系统能够有效地提高整个系统的性能和处理能力。

缓存的工作原则是访问局部性原理，它包括：

• 时间局部性：某时刻被访问的数据，在最近一段时间很可能会被再次访问。
• 空间局部性：访问过某数据后，下一步很可能就需要访问它附近的数据。
缓存系统的关键是缓存管理策略的设计，它决定了缓存系统是否能较好的利用局部

性进而有更多的缓存命中。

小 P和朋友们为了更快地找到某本故事书，计划为书架设计一个缓存系统。为了简
单起见，我们把它抽象成基于客户端/服务器 (C/S) 架构的网络文件系统缓存，客户端
发出的所有文件查询请求都会先经过服务器的缓存系统，希望你帮忙设计出该场景下最

佳的缓存管理策略。

【任务假设】

缓存系统由缓冲区和缓存管理器组成。客户端发来请求时，如果缓冲区中已经暂存

了该次请求的文件，缓存系统会直接返回该文件，否则需要在文件系统上查找该文件。

本次请求是否命中的信息会发送给缓存管理器，使之根据缓存管理策略管理缓冲区。

• 该缓存系统需要接收从 n (1 ≤ n ≤ 10) 个不同客户端发送的，总共 m (1 ≤ m ≤
6× 105) 个文件查询请求（每个客户端仅访问属于自己的文件，它们访问的文件

集合保证不相交）。

• 为简化设计，缓存系统是单线程运行的，所有请求会按照它们的查询时间，顺序
发送给缓存系统。

• 每个请求有 fID 和 fsize 两个属性：
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– fID：文件的唯一标识符，为 9 位数字，前 2 位为客户端 ID (00~99)，后 7
位为随机生成的数字。注意: 本题中 fID 相近与文件位置无关，因此无法根

据 fID 利用空间局部性

– fsize：文件的大小，(1 ≤ fsize ≤ 1000)。

– 保证在不同的请求中，如果 fID 相同，那么 fsize 也相同。

• 缓冲区初始为空，缓冲区中能够存放文件的总大小至多为 k (103 ≤ k ≤ 106)。

• 缓冲区是否包含所需文件决定此次请求是否命中：

– 命中：总命中数加 1，此次请求的额外花费 = 0。

– 未命中：总命中数不变，此次请求的额外花费 = 查找文件所需的常数时间

花费 C 与文件传输的花费 fsize 之和。

【解题框架】

本题的评测使用基于标准输入输出的交互方式，你需要实现缓存管理器来与评测程

序交互。

在每一个测试点，评测程序会读取文件请求队列，并在内部维护缓冲区，它会将每

次请求的参数和请求是否命中的信息通过标准输入传递给缓存管理器，并从管理器的标

准输出获得相应的操作。

本地测试方式

在本题附件中提供了使用随机替换策略（Random Replacement）的缓存管理器程
序 rrcache 作为示例。

在不同系统上，不同语言对于输入数据 1.in 的测试方式如下（C/C++ 需要预先
编译）：

Windows:
• C/C++: python run.py "judge.exe ‐f 1.in" "rrcache.exe"
• Python3: python run.py "judge.exe ‐f 1.in" "python rrcache.py"
• Java: python run.py "judge.exe ‐f 1.in" "java rrcache.java"
Linux:
• C/C++: bash ./run.sh "./rrcache" 1.in
• Python: bash ./run.sh "python3 rrcache.py" 1.in
• Java: bash ./run.sh "java rrcache.java" 1.in
如果你在 Linux 下无法运行，请先执行 chmod +x ./run.sh ./judge。

【输入与输出格式】

输入的第一行包含由空格分隔的 4 个正整数 n, m, k, C。
之后输入的 m 行为客户端请求
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• 第 i 行输入为由空格分隔的整数 fID, fsize, h，其中前两项是请求 i 的属性，h 指

示本次请求是否命中（1 表示命中，0 表示未命中）。
• 缓存管理器在接收每行输入后，必须立刻输出需要淘汰的文件集合（否则将会阻
塞而无法获得下一行输入）。具体格式为：输出需淘汰文件集合的大小 x。如果

x > 0，接着在下一行输出这 x 个文件的 fID。两个 fID 之间用空格隔开，行尾需

要有回车。

• 当评测程序接收到需淘汰文件集合后，会将集合中的文件移出缓冲区。移出文件
后，若该次请求未命中且缓冲区剩余空间 ≥ fsize，那么本次请求的文件会自动加

入到缓冲区。

在每次输出后，请务必刷新输出缓冲区。各种语言中的做法如下：

• C/C++: fflush(stdout);（需要引入 cstdio 或 stdio.h 头文件）
• Java: System.out.flush();
• Python: sys.stdout.flush()
注意：附件中的 *.in 是评测程序（judge）的输入文件示例，它和上述格式的唯

一区别是它的输入部分不包含 h。评测程序读入输入文件后会在内部维护一个缓冲区以

及相关状态，并按上述格式打印到你所编写的缓存管理器程序的标准输入。

【样例 1 输入】� �
1 2 12 2000 50
2 010256601 308 0
3 010256601 308 1
4 000366065 540 0
5 000336814 798 0
6 010256601 308 1
7 010256601 308 1
8 000526529 496 0
9 000366065 540 0

10 000326705 615 0
11 000526529 496 0
12 010846557 650 0
13 010087439 615 0� �

【样例 1 输出】� �
1 0
2 0
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3 0
4 0
5 0
6 0
7 1
8 000366065
9 1

10 000526529
11 1
12 010256601
13 1
14 000336814
15 1
16 000526529
17 1
18 000366065� �

【样例 1 解释】

本样例为评测程序与一个缓存管理器程序的交互，它包含 12 个文件请求。
• 因为缓冲区初始为空，请求 1 的文件 010256601 未命中，缓存管理器程序输出

0 表示淘汰 0 个文件，文件 010256601 自动加入到缓冲区，缓冲区剩余空间为
2000− 308 = 1692，本次请求花费为 308 + 50 = 358。

• 请求 2 再次请求文件 010256601 命中，缓存管理器程序输出 0 表示淘汰 0 个文
件，本次请求花费为 0。

• 请求 3 和请求 4 均未命中，请求文件都自动加入到缓冲区，缓冲区剩余空间为
1692− 540− 798 = 354，花费为 540 + 798 + 50× 2 = 1438。

• 请求 5 和请求 6 命中，花费为 0。
• 请求 7 未命中，缓存管理器程序淘汰文件 000366065，缓冲区剩余空间为 354 +

540 = 894，文件 000526529自动加入到缓冲区，缓冲区剩余空间为 894− 496 =

398，本次请求花费为 496 + 50 = 546。

• 请求 8~12 均未命中，花费为 540 + 615 + 496 + 650 + 615 + 50 × 5 = 3166。

最终总命中率为 3/12 = 25%，总花费为 358 + 1438 + 546 + 3166 = 5508。

需要注意，上述缓存管理器的输出只是示例，不一定是最优结果。

【样例 2 输入】
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� �
1 2 16 3000 15
2 010763438 857 0
3 010303496 533 0
4 010510738 533 0
5 000141415 650 0
6 010062839 678 0
7 000561212 85 0
8 000032305 1000 0
9 000032305 1000 1

10 000141415 650 1
11 000141415 650 1
12 000561212 85 1
13 000141415 650 1
14 010695377 533 0
15 010510738 533 1
16 010303496 533 0
17 010204168 194 0� �

【样例 2 输出】� �
1 0
2 0
3 0
4 0
5 1
6 010763438
7 0
8 1
9 010062839

10 0
11 0
12 0
13 0
14 0
15 1
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16 010303496
17 0
18 1
19 010695377
20 0� �

【样例 2 解释】

本样例中请求 1~7、13、15、16未命中，其余请求均命中。总命中率为 6/16 = 37.5%，
总花费为 857 + 533 + 533 + 650 + 678 + 85 + 1000 + 533 + 533 + 194 + 15 × 10 = 5746。

【子任务】

本题的输入数据修改自公开的缓存系统轨迹（trace）数据集，测试点有下列三类情
况：

• 原始轨迹：客户端请求队列为来自于原始轨迹，每个客户端以相同速度均匀发送
请求。

• 缓存污染：每个客户端的请求轨迹在随机位置插入冷数据请求序列，该序列中访
问的文件之后不会再被访问，保证所有插入的序列长度的总和小于总请求数量的

10%。
• 时间相关：每个客户端只在特定的活跃时间区间均匀发送请求，在输入数据中表
现为在总请求队列中不同区间客户端请求分布是不同的。

测试点 n 测试点描述 每个测试点分值 测试点时限 (C/C++)(s)
1,2 1

原始轨迹
5 2.0

3,4
2

6
3.0

5,6
缓存污染

8

7
5 10 3.5

8 时间相关

9,10,11 10 时间相关 + 缓存污染 14 5.0

请注意各个测试点的最长耗时限制不同。

【评分方式】

缓存管理器的性能由两方面进行评价：总命中率 h 和总花费 c。设第 i 个测试点的

分值为 si , 在本测试点中使用随机替换策略的缓存管理器（C/C++ 版本，seed = 1024）

的命中率和花费为 hrr 和 crr , hmax 为所有选手本测试点的 h 的最大值，cmin 为所有选
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手本测试点的 c 的最小值，该测试点的得分为：

si ×

0.5×


h− hrr

hmax − hrr
h > hrr

0 otherwise
+ 0.5×


crr − c

crr − cmin
c < crr

0 otherwise


【参考文献】

在下发的文件中，提供了如下的论文和资料供参考：

1. Cache Replacement Policies
2. The LRU-K page replacement algorithm for database disk buffering
3. LIRS: An efficient low inter-reference recency set replacement policy to improve

buffer cache performance
4. Evaluating content management techniques for web proxy caches
5. LHD: Improving Cache Hit Rate by Maximizing Hit Density
6. High Performance Cache Replacement Using Re-Reference Interval Prediction

(RRIP)
7. ARC: A Self-Tuning, Low Overhead Replacement Cache
8. The Multi-Queue Replacement Algorithm for Second Level Buffer Caches
9. LRFU (least recently/frequently used) replacement policy: A spectrum of block

replacement policies
10. AdaptSize: Orchestrating the Hot Object Memory Cache in a Content Delivery

Network
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